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predavanja
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Planimetrija



Poligoni i povrSine

Malo ¢emo preciznije definirati Cetverokut i opéenito poligon pomoéu
Jordanova teorema.

Definicija

Poligonalna linija je unija duZina £ = A;Ay U AyAz U ---UA,_1A, takva
da

(1) AlAi NAA 1 =0, zasvei=1,2,...n—1, j#i—1,ii+1
(2) AiAi1 NA1A2 = {Ai+1}, zasvei=1,2,...n—1

As A
A7 Aﬁ /47
As
As A Az As
Ar As As Ar As

poligonalna linija nije poligonalna linija



Poligoni i povrSine

Definicija

Zatvorena poligonalna linija je unija duZina
Z=A1AUAAU - --UA, 1A, UAA;

takva da

(1) AlAipi NAA 1 =0, zasvei=1,2,....nisvej#i—1,ii+1

(2) AiAis1 N A 1A = {Aif1}, zasvei=1,2,...,n (Ovdje smo
dodatno identificirali Ap11 = A1, Anto = Ao.

As As As As
A; As Ay
A1 = Asg As Ay
Aq
Az = Ag A7 Al
zatvorena polig. linija nije zatv. polig. linija



Poligoni i povrSine

Definicija
KaZemo da su tocke X i Y u istom podrucju s obzirom na zatvorenu

poligonalnu liniju Z ako postoji poligonalna linija L koja spaja X i Y (tj.
X 1Y su joj krajnje tocke) i koja ne sijete Z.

~e

Ovdje su X i Y u istom podru&ju s obzirom na Z, a X i T nisu.

(Kod konveksnih skupova traZili smo XY C K. Dakle, skup nije

konveksan.) 3



Poligoni i povrSine

Definicija
Za tocku S € M i realan broj r > 0, skup

K(S,r)={TeM:d(S,T)<r}
zovemo krug sa srediStem u S i polumjerom r.
Definicija
KaZemo da je skup to¢aka S C M omeden ako postoji krug K takav da
je S C K; u protivnom, kaZemo da je S neomeden.



Poligoni i povrsine

Teorem 27 (Jordan)
Svaka zatvorena poligonalna linija Z dijeli ravninu M na to¢no dva

podruéja:

(1) Jedno je neomedeno i zovemo ga od Z.

(2) Jedno je omedeno i zovemo ga ili od Z.



Poligoni i povrSine

Neformalni opis definicije povrsine.

Definicija

KaZemo da je pravokutnik poluotvoren ako mu "lijeva” i "donja” stranica
pripadaju, a "gornja” i "desna” ne pripadaju. (Npr. u R?> moZemo gledati
Kartezijev produkt [a, b) X [c,d).)

Definicija

Neka su p i q dva fiksna okomita pravca u ravnini, a P skup svih
poluotvorenih pravokutnika Cije su stranice paralelne pravcima p i q.

Za pravokutnik P € P ¢&ije susjedne stranice imaju duljine a i b
definiramo povrsinu sa
p(P) := ab.



Poligoni i povrSine

Definicija
Skup S C M je jednostavan ako postoji n € N | disjunktni poluotvoreni
pravokutnici Py, Py, ..., P, € P takvi da je

S=PLUP,U---UP,.

Za takav S definiramo njegovu povrsinu sa
p(S) := p(P1) + p(P2) + -+ + p(Pn).

Skup svih jednostavnih skupova ravnine ozna¢imo sa J .




Poligoni i povrSine

Koristeéi jednostavne likove, moZemo definirati povrsinu i svih drugih
podskupova ravnine (koji su Jordan izmjerivi). ldeja je vrlo sli¢na
definiciji integrala funkcije:

Za A C M promotrimo bilo koji
jednostavni skup S takav da je AC S.
Jasno je da Zelimo da je

P(A) < p(S).

Ovo mora vrijediti i za “najmanji”

takav S, pa

p(A) < inf p(S).
ACS

Analogno, Zelimo

P(A) > sup p(S).
SeJ
SCA



Poligoni i povrSine

Definicija
Neka je A C M proizvoljan skup u ravnini, te neka je
(), p— := sup p(S).

= Slnf7 p
S
ACS ®

b+

Ako je py = p—, kaZemo da je skup A (Jordan)-izmjeriv i definiramo
njegovu povrsinu sa
P(A) == ps.

Napomena Nisu svi podskupovi ravnine Jordan-izmjerivi! No, svi
“obi¢ni” podskupovi (poligoni, krugovi, ...) su Jordan-izmjerivi.



Poligoni i povrSine

Teorem 28

(a) Ako su S i S, Jordan-izmjerivi i disjunktni podskupovi ravnine,
onda je i 51 U S, Jordan-izmjeriv i vrijedi

p(S1U S2) = p(51) + p(S2).

(b) Ako postoji izometrija koja preslikava izmjerivi skup Sy u skup S,
onda je i Sy izmjeriv, te vrijedi

P(52) = p(S1)-

(c) Ako je P poligon i Z zatvorena poligonalna linija koja ga definira,
onda su i P i PUZ izmjerivi i imaju istu povrsinu.
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Poligoni i povrSine

Teorem 29

(a) Povrsina pravokutnika sa stranicama duljina a i b jednaka je a - b.

(b) Povrsina paralelograma sa stranicom a i visinom v, na tu stranicu
jednaka je a - v,.

(c) Povrsina trokuta sa stranicom a i visinom v, na tu stranicu jednaka
je %a - Vs,

Dokaz.

(a) Zahtjevno, tko Zeli znati vise moZe protitati dodatno o Jordanovoj
mjeri.
(b) Neka je ABCD paralelogram sa duljinom stranica [AB| = |CD| = a i
visinom v,.
Neka su D i C no¥iéta okomica iz to¢aka D i C na pravac AB.
Pravac AB je transverzala paralelnih pravaca AD i BC, pa je
£DAD = £CBC.
Sada je AADD = ABCC po (K-S-K). 11



Poligoni i povrSine

Slijedi da postoji izometrija koja preslikava jedan trokut u drugi te su im
povrsine jednake.

Sada je

(c) Neka je dan AABC s visinom v, na stranicu BC te neka je tocka D
presjek paralele s pravcem BC kroz to¢ku A i paralele s pravcem AB
kroz to¢ku C.

Tada je ABCD paralelogram sa stranicom a = |BC| i visinom v,.
Slijedi da je p(ABCD) = a - v,.

12



Poligoni i povrSine

Lako vidimo da je AABC = ACDA po (K-S-K), pa je
p(AABC) = p(ACDA).

Konatno,

a- vy = p(ABCD) = p(AABC) + p(ACDA) = 2p(AABC).

13



Poligoni i povrSine

Teorem 30 (Pitagorin teorem)

(a) U pravokutnom trokutu je kvadrat duljine hipotenuze jednak zbroju
kvadrata duljina kateta.

(b) Obratno, ako za stranice ANABC vrijedi ¢> = a* + b?, onda je
AABC pravokutan s pravim kutem kod vrha C.

Dokaz. (a) Neka je AABC takav da je v = 7/2.

H a2 G b F Produzimo CA preko A do totke D
tako da

|AD| = a.
Produzimo CB preko B do totke H
tako da

[BA| = b.
Neka je F sjeciste paralele s pravcem

CA kroz totku H i paralele s pravcem
CB kroz tocku D.

14




Poligoni i povrSine

CD je transverzala paralelnih pravaca CH i DF, pa je

LADE = {BCA = g

CH je transverzala paralelnih pravaca CD i HF, pa je
£LGHC = £BCA = g

Dakle, CDFH je kvadrat stranice a + b.
Neka je £ € DF takva da |DE| = b, te G € FH takva da |GH| = a.
AABC, AEAD, AGEF, ABGH su pravokutni s katetama a i b, pa su
po (S-K-S) svi sukladni.
Slijedi:
AE| = [GE| = [GB| = [BA| = <,
LAED = LEGF = LGBH = 4BAC = «, ; tj. AEGB je romb.

£LEAD = £GEF = LHGB = £CBA = 3.
15



Poligoni i povrSine

Zbog o + 3 + g = (Prop. 15) i
a+ABAE+ =7
slijedi £ BAE = g

Analogno,
LAEG = {EGB = £{GBA = g

Stoga je AEGB kvadrat stranice c.

Vrijedi:

a’ +2ab+ b*> = (a + b)*> = p(CDFH)
= p(AEGB)p(AABC) + p(AADE) + p(AEFG) + p(AGHB)
=2+ %ab + %ab—&- %ab—&- %ab
= c? +2ab

pa je a° + b = . 6



Poligoni i povrSine

(b) Neka u AABC vrijedi ¢? = 2> + b?.
Neka je AABC takav da je \?G = g, \Ta = b, LACB = =
Prema (a) dijelu je |E|2 = \?\2 + \572\|2 =a’+ b =2
Dakle, |AB| = c. -
Po (S-S-S) je AABC = AABC.
Slijedi da je £ACB = {ACB = T.

Teorem 31 (Heronova formula)
Povrsina trokuta sa stranicama a, b, ¢ je

P =/s(s—a)(s — b)(s — c),

pri emu je
a+b+c
2

poluopseg.

17



Poligoni i povrSine

Dokaz. Neka je X noZiste okomice iz A na pravac BC. Pretpostavimo
X € BC (analogno vrijedi slu¢aj X ¢ BC).
Neka je x = |BX]; tada |CX| = a — x.

Po Pitagorinom poucku u AABX vrijedi:
AX2 = ¢ — x*

iu AACX:
|AX)? = b? — (a — x)%.

Stoga:
?—x?=b*—(a—x)?

=2 —x?=b%— 2%+ 2ax — x?

2P
2a ’

= X =

18



Slijedi:

I 2_b2 2\ 2
AXP=c?—x2=c - (ﬁ)
2a

< c2—b2+32)< c2—b2+a2>
c+ e
2a 2a

c2+2ac+ a2 — b2 b2 — a2+ 2ac— 2

2a 2a
_(a+¢e)?—p b —(a—c)?
B 2a 2a
_(a+c+b)at+c—b)(b+a—-c)b—a+c)
B 432 ’
Dakle,
p(AABC):%aA|H|
_1 .\/(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)
_2 432
7\/ at+b+c a+b—c a—-b+c —a+b+c
B 2 2 2
= /s(s—a)(s — b)(s — c).
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Sliénost trokuta

PokaZimo prvo jedan pomoéni rezultat koji ¢emo iskoristiti u dokazu
teorema o sli¢nosti.

Propozicija 32 (Talesov teorem o

proporcionalnosti)
Neka paralelni pravci a i b sijeku kut

<tA1 OA, u totkama Ay, Ay, B1, B> kao
na slici. Tada vrijedi:

(a) |OA1| o |OA2|

0 A\ Bl\b 0B,| — [0By|
) 108l _ 0%

|A1B1|  |A2Ba]

(C) |07Al| _ |A1A2|

|OB; | |B1 B, |

Dokaz. (a) PokaZimo prvo da AOA; B, i AOB;A; imaju jednake
povrsine. 20



Sliénost trokuta

P(AOAle) = P(AOA1A2) -+ P(AAlAQBg)

1
= P(AOA1A2) + > |A1A2| d(Bz, A1A2)

b 1
U p(p0ALA) + 5 [A1As| d(B, ArA)

= P(AOAlAQ) + P(AAlAQBl)
= P(AOB;A).

P(AOA1A2)  P(AOALA)
P(AOA1By)  P(AOB1A)’

3 |0A2| d(A1,0A)) 5 |OA1| d(Az, OA1)
310B2| d(A1, 0By) 3 |OBi| d(Az, OB1)’
|OA2| _ |OA|
|OB,| ~ 0B,

(b),(c) Sli¢no.

21



Sliénost trokuta

Definicija
Trokuti Ty i Ty su sli¢ni ako im se vrhovi mogu oznaciti sa A1, B1, Ci i
Az, B>, G tako da vrijedi:
KBlAl C1 = KBzAz Cz, KA1B1 Cl = KA2BQC2, KBl C1A1 = KBz C2A2,

te

|AiBi| _ |AG] _ [BiIG]
|[A2Ba|  |AGo|  |BCo

Tada pisemo
NALIBI G ~ NAB, G,

i kaZemo da je )\ koeficijent sli¢nosti.

Definicija

Ako za stranice x1, y1 trokuta Ty i stranice xo, y» trokuta T, vrijedi
A _n
x2 oy

kaZemo da trokuti T1 i T> imaju par proporcionalnih stranica.

22



Sliénost trokuta

Teorem 33 (o sli¢nosti trokuta)
Dva trokuta su sli¢na ako vrijedi bilo koji od sljedecih tvrdnji:

(a) (K-K) Trokuti se podudaraju (tj. imaju sukladne) dva para kutova.
(npr. a1 = az i By = B2)

(b) (S-S-S) Trokuti imaju sva tri para proporcionalnih stranica.

0 oo ai b1 C1
tj. postoji N\ e Ry td. — = —=— =\
(j. postoj & o Y
(c) (S-K-S) Trokuti imaju jedan par proporcionalnih stranica i kutevi izmedu

tih stranica su im sukladni.
a_ b,
(npr- — =3 im =)
(d) (S%-K-S) Trokuti imaju jedan par proporcionalnih stranica i kutevi
nasuprot ve¢im stranicama iz para su im sukladni.
ai

(npr. =

1 .
=—,aa>bici=a 2
P b27 ) 3



Sliénost trokuta

G Dokaz. (a) Neka su AA1 B Gy i
AAy By G, takvi da vrijedi i = ap i
p1 = Ba.
e Tada je odmah i v = 7».
Ako je ¢; = ¢, onda su po teoremu
i ) (K-S-K) trokuti sukladni, pa su
A=A © B B, specijalnoisligni (A =1).

Pretp. da je & < ¢ (slu€aj ¢ < ¢, ide analogno).

Neka je B € A1 B; takva da je |A1B| = ¢, te C € A1 G sjeciste pravca
A1 (1, s pravcem koji je paralelan By Gy, a prolazi kroz B.

Kako je ZCA1B = a1 = an, ZCBA; ™™E™P 3 — 3, te
|AlB| =0 = |A282|, po (K—S—K) S|I_jedl

ANALB, G = AAB, G

24



Sliénost trokuta

Stoga je
|ALC| = [A2 G| = b, |BC| = |By G| = a».

Primijenimo Talesov teorem o proporcionalnosti na ZCA; B i paralelne
pravce BC i By C;:

@ _ |ABy| _ |A1B| Propsi(a) [AiC| b2

a |ABi|  |AB ALGl| — by
9 Prop31(c) |BC| - 2
(o] |B1C1| 31'

Pa suu AA1B1C i AA;B, G, sva tri para stranica proporcionalna.
Slijedi da su ti trokuti sli¢ni.
(b),(c), (d) sli¢no.

25



Sliénost trokuta

Teorem 34 (Cevin teorem) - £
Nekaje A € BC, By € AC, G € AB.

Duzine AA;, BB, i CC; se sijeku u jednoj

) ) G
to¢ki ako i samo ako B
BBl |CAil [BGl _
|B1C| |A1B| |GA| = A c

26



KruZznica - drugi dio

Definicija T> € k(O,r)\ AB
Tetiva je duZina koja spaja dvije to¢ke na

kruZnici.

Tetiva koja prolazi sredistem kruZnice naziva se

dijametar ili promjer.

Ako tetiva AB ne prolazi sredistem O, onda kut
Z/AOB zovemo sredisnji kut nad AB. ‘

Presjek sredisnjeg kuta nad tetivom AB i

kruZnice ozna¢avamo s AB i zovemo luk nad AB. A B

Ako je T, € K(O,r)\ AB totka kruznice koja ne
leZi na /ukquB, onda /AT>B zovemo obodni T, € /@
kut nad AB.

27



KruZznica - drugi dio

Teorem 35

(a) Ako tetive AB i CD imaju istu duljinu, onda su sredisnji kutovi nad
tim tetivama sukladni.

(b) Svi obodni kutovi nad nekom tetivom su medusobno sukladni i
jednaki polovini sredisnjeg kuta nad tom tetivom.

28



KruZznica - drugi dio

I Teorem 36 (Tales)
Neka je AB promjer kruZnice, te T
proizvoljna to¢ka na njoj. Tada je
A # # g £LATB=m /2.
0 Dokaz.

m = ZLAOT + £ZBOT
= [ ZAOTvanjski u ABOT; ZBOTVvanjski u AAOT]
= /ZOBT + 4ZBTO + £TAO + ZATO
=/4BTO+ 4ZBTO + LATO + LATO
=2/ATB

29



KruZznica - drugi dio

Propozicija 37
(a) Radijus upisane kruznice AABC je

P
r=—,
s
uzs= %HC, P — P(AABC).
(b) Radijus opisane kruznice ANABC je
abc
R=2¢
ap

30



Klasi¢na algebra vektora




Klasi¢na algebra vektora

Definicija
Uredeni par totaka (A, B) € M? zovemo orijentirana duZina i oznacavamo AB.

Toc¢ku A zovemo pocetak orijentirane duZine, a B kraj orijentirane duZine.
/ B
A
Uocimo, /@ #* EZ osim ako je A= B.

Definicija
Za orijentirane duZine /@ i @ ﬂ
A D

kaZemo da su ekvivalentne i piSemo

7= L

ako AD i BC imaju isto poloviste.

Uocimo, A, B, C, D nisu kolinearne, onda vrijedi:

/@ = ﬁ) <= ACDB paralelogram. -



Klasi¢na algebra vektora

Teorem 1
Relacija = je relacija ekvivalencije na skupu svih orijentiranih duZina

M x M.
Dokaz.

(refl.) AB = AB jer AB i BA imaju isto poloviste.

(sim.) Ako je AB = ﬁ) onda AD i BC imaju isto poloviste.
No, tada i CB i DA imaju isto poloviste, pa je ﬁ) = /ﬁ

(tranz.) Neka je AB=CDi CD = EF.

Tada AD i BC imaju isto poloviste P, a CF i DE isto poloviste Q.
Pretp. da /@, ﬁ)) i EE leZe na 3 razli¢ita pravca (drugi sluaj
sli¢no).
Tada su ACDB i CEFD paralelogram, pa je AB || CD i |AB| = |CD|,
CD || EF i |CD| = |EF|. Dakle, AB || EF i |AB| = |EF]|.
Zato AF i EB imaju isto poloviste, pa

AB = EF.

] 32



Klasi¢na algebra vektora

Uo&imo, iz definicije odmah slijedi: /ﬁ = C? = R = @
Definicija
Klase ekvivalencije relacije = zovemo vektori i oznatavamo sa a, b, C, . ...

Skup svih vektora oznacavamo sa

V2= Mx M/_.

Klasi ekvivalencije kojoj pripada orijentirana duZina /@ pripisujemo

oznaku [/@],
5=[AB] = {PQ : PG = AB}.

33



Klasi¢na algebra vektora

Propozicija 2
Za svaki vektor 3 i to¢ku A postoji jedinstvena tocka B takva da

5= [AB].

Dokaz. Neka je 3= [@] za neke C, D. Neka je P poloviste od AD, te B
totka centralno simetri¢na to¢ki C s obzirom na P. O&ito je AB = C? pa je
5= [AB].
Pretpostavimo da postoje Bi, B, takve da

o e

a— [ABl] = [ABQ]

Tada je A—Bl> = A_B; pa AB; i AB, imaju isto poloviéte te je B = B.

0 34



Zbroj vektora

Definicija
Neka su 3 i b vektori, te A, B, C takve da

5=[AB], b=[B(]

(postoje prema Prop. 2). Zbroj vektora &+ b definiramo kao vektor

&= [AC].

oy

35



Zbroj vektora

Propozicija 3
Definicija zbroja vektora ne ovisi o izboru reprezentanata klase.

Dokaz. Neka je

a=[ABi] =

Tvrdimo da je
[AG] = [AC),

— —
tj. ACG = A2C2

Iz A181 AQB slijedi (po napomeni) A1A; = B1B, aiz By = B, G
slijedi 8182 = GG.

=
Po tranzitivnosti dobijemo A1A = (; (,, pa opet po napomeni
A1 G =AG. O
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Zbroj vektora

Teorem 4
Skup svih vektora s obzirom na operaciju zbrajanja &ini komutativnu

grupu.

Dokaz. Neka su

Tada
(5+ B) + & = ([AB] + [BC)) + [CD] = [AC] + [CD] = [AD],
5+ (B + &) = [AB] + ([BC] + [CD]) = [AB] + [BD] = [AD].
Dakle, (34 b) + €= 3+ (b + &).

Nadalje, oéito je AA=B ? za bilo koje totke A, B. Nul-vektor definiramo

kao
Neka je 8= [XY]. Tada
_l’_

37



Zbroj vektora

Zaa= [ﬁ] definiramo

—3:= [Eq)]v
§to je suprotni vektor. Tada
— — S
54 (-3) =[AB] + [BA| = [AA| =0 = (-3) + &

(DZ) Definicija suprotnog vektora ne ovisi o izboru reprezentanta klase; tj.

H= [A1B1] = [AQBQ] = [BlA1] = [BQAQ].
Neka je 5= [AB], b = [BC]. Tada je &+ b = [AC].

Po Prop. 2 postoji totka D takva da b = [/ﬁ] Iz AD = BC slijedi (po
napomeni) AB = DC, tj. 8= [R] Zato

b+ &= [AD] + [DC] = [AC] = & + b.

C
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